MAI2 2.cviceni

Metrické prostory - problémky k promySleni

a) piiklady metrik:

1. Zopakujme si definici metriky a metrického prostoru .
UkaZme pak, ?¢ nezapornost metriky uZ plyne z ostatnich axiomi v definici metriky.

2. Uvazujme prostory R" a v nich metriky:

H n
dy (%)= |x = yi| » dplx,y)= /Z(xk— v.)?  (Euklidovskd metrika) a
k=1 k=1

dmax(x’y):ml?xlxk _yk| .

Ovéfme axiomy metrik d,(x,y) , da(x, ¥} i dpy, (x,¥).

]
3. V prostoru Cla,b] uvaZujme metriky d(f,g)= m[a)gll fx)-g()|a 4(f.8)= _[ |£(x) - g(x)|ax

a ovéfme opét axiomy metrik d(f,g) a di(f,g) (uovdfeni axiomi u &,{f,g) budeme asi potiebovat

n&které vlastnosti uréitého integralu).
1
b 2
Metrikou v prostoru C[a, b] budei d,(f,2)= (ﬂf(x) - g(x) |2 dx) .
a

b
4. Pokud se v prostoru R[a,b] pokusime a zavedeni metriky d(f,g)= _[ | f{x)— g(x)ldx , ktery axiom metriky

a

b
nebude spinén? Umite ,,upravit® prostor R[a, b] tak, aby J(f,g)= jl F(x)— g(x)| dx byla uz metrika?

a

5%, Zkuste dokazat , Ze v lineirnim prostoru ¥ se skalarnim soudinem (u,v) a normou ||u|| = J(u,u) plati
|(u, v)l < “u" - "v“ (Cauchy - Schwarzova nerovnost)’a dale pak ovéfit platnost axiomi metriky, pokud

v prostoru V' definujeme metriku d(u,v)= "u - v“ .

B
Piiklady : prostor R” s euklidovskou metrikou, prostor C[a,b] s metrikou d»(f,g) = \/ _“ f(x)— g(x)|2dx .
a



5. ,.Mechanické™ derivovani:

Vypotitejte parcidlni derivace 1. a 2. fadu nésledujicich funkei (viude, kde existuji) a ukazte,

Ze smiSené derivace 2.¥idu jsou zaménné:
X
2 2 .
Lo e¥ Y o e Y kY In(xy-1); In(x++x>+y%);

a) fx,y)=: x2+y; xzy;xy+—;e R
x
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b) f(x.y,2)=: xy+yz+xz; 7% x* ;arcsin(ﬁ);
x“+y
2 2
: 2 v s . foo°f
c) Ukazte, Ze funkce f(x,y)=In( ) jev R —{(0,0)} feSenim rovnice 5 +?:0
ax

X" +y

(Laplaceova rovnice).

6. Diferencial a jeho uZiti:
a) UkaZte, Ze funkce f (x, y) =In(y- x2) je diferencovatelna v bodé (1, 2) a urCete v tomto bode

diferencidl funkce f. NapiSte rovnici teéné roviny a normaly ke grafu f v bodé (1, 2, 0).

UZitim linearni aproximace spoéitejte pfiblizng In (1,99 — (1,02)7).
1
b} Urcete, kde ma funkce f(x,y,z)= (i) z diferencidl a diferencidl v t&chto bodech urete.
Y

=x+y.

+
¢) Uka¥te, %e promald x,y plai arctg—2
1+ xy

d) Ukaste, % funkce  f(x,y)=y/ |x.y| neni diferencovatelnd v bod& (0,0), i kdy? existujf

Y 0,0 a %(0,0) .

parciilni derivace >



